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t
Z(I)- I N(I)でe-rl(卜 T) -r2(H)idT~e-(X)
とお くと,系 (4｡3)紘
蓑 - (8-βx-Kz)x




















前 - - rl(-Z+Y)
(4.10)
(4.ll)







とおいて, i, 符, Eに関する2次以上の項 を無視すると
dE
盲丁 ニ ーeβ '仁 E(ト β′)I
d7
言7 - r2E - r2り
dE
すγ - r17- rlE
(4.12)
となるo 系 (4･12)の平衡点 (0,0,0 )が安定となるための条件は, (4･1.2)の右辺の
係数がっ くる行列の固有値の実部が全て負 となることである｡固有方程式は
}3+(β′E+rl+r2)^2+ (β′E(rl+r,)+rlr2日 +rlr2E- 0 (4･13)
となる｡ Routh-Hurwitzの定理 [4] によると, (4.13)の根 の実部が全て負 となるた
めの条件は,以下の不等式が全て成 り立っことである｡
P'e+rl+ r2>0
(β′E+rl+ r2) tβ ′E ( rl+ rZ)+ rl rZ ) -rl rZ e> O
rlrZE>0
(4.14)
(4.14)の一番 目と二番 目の不等式は常 に成 り立っので,二番目の不等式が問題 となる｡
この不等式が成 り立っ場合には系 (4.12)の平衡点は安定で,かつ線型化定理により,
系 (4･11)の平衡点 (1,1,1)が安定となるOすなわち rl,r2がEに比 して大きいか,











傍に周期解が存在することが示 され,その周期解の安定性 を判定するアル ゴリズムが確










K(X,Y)= llnX+ Eiq )Y.
r2





で囲まれ る領域喧系 (4.ll)の confinedsetとなっている｡なぜならば, (4.15)の五





















射 ここ摘 離 払下の



















こ こで畔 着- その癖 X- 1にお いて 摘 dt く 0 こけ 一









そこでこの特異軌道 と,その軸が平衡点で接する円筒で もって平衡点を切 り取る｡この
円筒の半径が十分小さければ,平衡点が不安定だということから,その側面上では系 (
4.ll)のベクトルは領域内部の方向を向いている｡ これで,前記の性質を満たす ドー ナ
ツ状の領域が構成できた｡
各 boxにおいて,ある変数の増加率が定符号すなわち(1)では dX/dt≧0, (2)では
dY/dt≧ 0,(31では dZ/dt≧0,(針では dX/dt≦O,(51では dY/dt≦0,(6では
dZ/dt≦0であることから,(1)のX- 1なる面 をFとすると, Fヒから出発 した状態
点は有限の時間で(1)-(2)-(3ト (4ト (51-(6)-(1)と各 boxを-めぐり,,再びFLに達す
る｡この出発点から再びよぎる点-の写像をTとすると,初期値に関する連続性から,
写像Tは連続で,かつ ドー ナツ状 の領域の外に出ることはないことからrlはFからFの
中-の写像 となっている｡したがって不動点定理によって, rl内に少 くとも一個,写像
Tに関する不動点が存在する｡明らかにこの不動点か ら出発する解は周期解 となる｡
安定条件 (4･14)か ら,例えば e- 1, r】- 0･1, r2- 0･2とすると β′-=0･1が安
定 と不安定の境界の値である｡このとき履歴効果と同時的影響の比 〟/βは 1.8となっ























とすると, x, y, Zに関する方程式は
d… - (61-Px-az)Ⅹ
dy
dt ニ ーry十 Ⅹ (4.19)
震 - (-82+by)Z
となる｡
これは MacDonald[23日24】によって導出された系で,彼は Hoprの方法 を用いて局
所的な周期解の存在とその安定性の議論を行ったが,ここでは大域的周期解の存在を示
そ う｡系 (4.19)の平衡点は





b , b , ab
である｡ (Ⅹ*,y*,Z*) が正の領域に存在するために,
Elb-βrE2>0












































-(Y一与)~2T e字 Y , 1≦Y≦el'P′
K2(X,Y,Z'- -1｡X十 a｡Y工 ユ1 'Z-K2e
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( 61- xR )x
(e2-xR )y
となる｡ (5.6)の平衡点は




a(bE12+aE2) , b (bef+ae2) , ab
(5.6)
(5.7)


































とな る｡ (5.9) の根の実部が全て負であるための条件は, Routh-Hurwitzの定理によ
り,
al>0･ ala2-a3>0･ a3>0













となる｡ このこ とからX*≠Y*の とき,系 (5.6) の共存平衡点が安定 とな ることが示
された｡
Ⅹ *-Y*の場合 ,固有方程式 (5.9) は一つの負の実根 と,互いに共役 な純虚数の根
を持っ｡ このことか ら,その場合の系の挙動に関 しては線型化 された系か らは何 も知 る
ことはできない｡ さて関係 X*-Y*は (5･7)か ら 81- 62と同値である｡ すなわち二






















dl_ ax-byby by--~ Z- ~
dt x十y ax x+y
(5.14)
(5.15)
となり,IJlは時間とともに 1に近づくo すなわち系 (5･6)の軌道は時間とともに
ax- byなる面-と近づいてゆくOこのとき軌道は平衡点-と向うのではなく,面 ax









立安定な周期解が存在 し, 5-1の系と同様に解はその周期解に漸近 していくoまたさ
らに,その平衡点が不安定となった場合には,単に一種が滅亡するというのではなく,
三種の生物のうちのある種が圧倒的に多く他の二種の個体数が少いという状態を三種が





語 - fi(xl,-･,Xn ,xi (i- 1･.･･,n) (5.16)
において




Oi) ある正の数Kが存在 して IxIE>Kのとき
fi(xl,-,X｡ )< 0 (i- 1,-･n)









訂 = (82-β 2y- r2X)y
dz
一 - (E｡-β 3Z--r3y)zdt
を老える｡ここで次のような変数とパラメーターの変換をすると.
X- βlX, Y-β2y,Z-β｡z
ri - rl/P3･ r; - r2/Pl･ r',- r,/P2
X,Y,Zに関する方程式は











Elr;< E2, 82弓<83,61-r'183+ (1r･382>0
と仮定する｡系 (5.19)の平衡点は
( 0,0,0 )･ (E l ･ 0,0 )I ( 0 , e2･0 )I (0,0 , 6, )





el-rie3十 rl'r;e2 rir'363+ 62-r;E1 63-rie2+弓r'361




0≦x≦El･ 62-r'281≦y≦62,83-弓e2≦ Z <E3 (5･23)
なる領域は明らかに系 (5.19)の confinedsetとなっている｡ この領域には平衡点 (x*
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(5) X <Ⅹ * , Y*<Y
(6) Ⅹ*<X , Y*<Y
(7) X*<X Y*<Y












以後の手続 きは前節における証明 と全く同じで(1)-(6)の boxが含んでいる唯一の平衡
点 を,(7),(8)をむすぶ方向に軸を持っ円筒で切 りとり,それによって構成 された ドー ナ
ツ状の領域 を,系 (5.19)の状態点は(1)-(2ト→(3ト (4)-15)-(6)-(1)の順で-めぐり,不
動点定理を用いて周期解の存在を示すことができる｡すなわち系 (5.17)または(5.19)
の三種共存の平衡点が不安定な場合 には,周期解が存在する｡
そこで,平衡点 (5.22)の安定性を調べよう｡系 (5.19)を平衡点 (5.22)のまわりで
線型化すると,その係数がっ くる行列の固有方程式は















8 - 1+r'1･ E2- 1+ (2･ E,- 1+r'31
とお くと
(X*,Y*､7J*)- (1,1,1)
となり, したがって (5.29)の二番 目の
不等式の左辺は
8-r',r'2弓 (5･31)





















































⊥ - tE.(xl)- ∑｡りXJixl (i- 1,･･･,∩ )dt j≠ 1
(6.1)





- L!.巨 ln音 ･x了可
(6.1)
(6.1)




= - iP,[{EI'xi ) - ei'xi* )'･J雪lαij(x了 X? ,] (xlザ )
∩
- ∑l e i(xl)- Ei(x㌘) I (xi-Xi* )≦ O
l二 l
となるo このことか ら平衡点 (x芋,-･,x*)は安定で,かつ系は大域的に安定となってn
いる｡条件 (6.2)はかな り強い制限となっているが,捕食被捕食の関係が図5のよう
図5 ループのない食物連鎖
に枝わかれしているだけで, loop状のつなが り方が無い場合には･各変数 xl に適当
な定数 を掛けて変数 を変換すれば,新たな変数に掛 する微分方程式 にあらわれる係数 を
反対称 とすることができる｡ (付録 G参照 )0




1 - fl(xl,-･ X｡)x l (i- 1,-,∩) (5.4)
とし,平衡点 (xl*,･･,Xn*)が正の領域にあると仮定するD さらに系 (6･4) をその平
衡点のまわ りで線型化 して,その方程式を
dE n
_ ｣ - - ∑ a.i.








































k番 目のLSGの中の要素を nk とし･ 1番 目の要素を湾とする｡また 1番目のB
sGの中の要素の数 をrTlとLj番 目の要素をElとする｡各々の変数の方程式 は∫
d k ∩ mt
十 二 - 二 一 一･Ⅰ=】 J二 l
( 6. 9 )
N n 汀1h








となる｡ 系(6.9)の安定性 を調べるために,次のような関数を考 える｡








d? -芝封 珊 + 芋 粥 芋(珊 + p ,hc: )瑠
M mh
+ ∑ ∑






と なる正 の αチ,β Jhが存在 したとすれば式 (6･1 3 )紘1
diュ N nk
- - ∑ = αka冊 + Z mip,hdM )2





い-∴!が負定符号であれば, (6.14)は負定符号となり, (6.ll)で与えられ る関数
Iiが系 (6･9)の Lyapunov関数となり,系 (6･9)は安定となるo
条件 (6･13)を満たす ｡7,巧の存在は付酎 iで示されているoここではAkが負定
符号となる十分条件について考察 しよう｡k番 目のLSG内の i番目の要素が直接結び
ついている要素の数を 1i とすると,
伊 J7j-{lP,･潤 一中 27,2] + [(alj+aj.)両 (6･15)
となるO ただしt.ヨ†は直接線分で結ばれている対についての和を意味する｡ もし全て

























§2-1における系 (2･5)における el玩) がある条件を満たす場合にLyapunov関数
を構成することができ,大域的安定性 を示すことができる｡系は
dx
訂 = iel(カ aーyix
(A.1)
dy
Tr- モー E2 +bxi･V
とするOまた§2-1と同様に
e′(x) >o ()≦ x< xu
e'(x(,)-I o







で与 えられるが, xt,<x*<言 の場合にその平衡点が安定であることは導かれたO こ
こで次〝)ような閑数 を老える｡
･]-yp仁 x*ln三言+(x-X*)) ･ I;言 (S-y*,spLlds (A･2)
fiを時間で微分すると






El(x*ト elk)>bp 仁 x*ln三言+x-X*i
x< x*に対して
El(x*トel(x)<bpト x*lnf.+x-x*l























∫(x*)- 0 であるから条件式 (A.3)が成立する｡従 って系は大域的に安定である｡
§2-1において平衡点 x*が E'1(x*)-0 なる安定 と不安定の境界にある場合にはそ
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の平衡点 の安定性については,境界の場合について も大域的 に安定 であることが示 され
ている｡
B･ Allee型増殖 を持っ系の有界性











となるo したがって Cl Lにおけるベ クトルは領域 Rの内部に向いている｡
つぎに曲線 C2 を考えるが,やは りK2(x,y)を時間で微 分す ると,
些 - b(x-x*)el(x)tel(x)-ay)+ト bx*lny.+b(x-x*)+ayidt
x〔,b(x-Ⅹ*)LEI(xト ayi+aト 82+bxly〕
-b(x-x*)El射 el(x)-bx*ln芸 +b(x-x*))
とな り,()く x≦x*にお いて
想定 ≦ o
dt





とな り, したがってK2-K2OLのベク トルは令渦 Rの内部を向いているoここで Cl と
C2を連続的につな ぐため
K20-i(K2IE2)2 (1･4)
とおくoまた y≧ 0の領域におけるK2(x,.Y)-K'2Lのxの最小値 を xmln とする｡
C｡上でK｡(x,y)を時間で微分すると･








f(x)- Elk -pe∑+pbx- el(x工 塑 +iiil)bx
2 2㌔
とな り, 0≦x-< x*-< xoでは, elk)>El(O)より, f(x)>Oとなり,また x*<x≦
言では x*- 82/b よ り冊 >Otなるo Lたがって (ti･5)においてK: を十分小さく








ニ ト px2+EIX-♂+i - 巨
である｡ここで
E





とすると f(i)-()でか- El/β<xで 柏 )<0,0<x<el/βで 柏 ),0 とな-
ている｡状態空間に図 7のような五つの直線および曲線 Cl-C5を次のように構成する｡
Clの方程式 は x- E.ノp とす る｡


















とするoただ しp-♂(El/β-JW 2-))/E2>O o
明 らかに, Cl,C3,C4 Lでは方程式 (B･l)で生成 されるベク トルは領域 Rの内の方
を向いている｡ C2 LではK2(x,y)を時間で微分すると
聖 - (b-C2,x仁 βx2･elX-β+‡ ト 隻 Vdt x








となる｡ したがってC2 亡でもベク トルはRの内を向いている｡
最 後にC5を調べよ う｡ K5(x,y)を時間で微分すると
票 ニトβx2+(E了Pe2,x-β十 誓 +pbx-ay i xyP
となる｡
-Px2十(81-PE2)x-β+ fi王立 十 pbxX
は()<x≦ El/β で正である｡従って kLl? を十分小さくすることによって KO.≦x≦卓1/P













r2 - r2 0





で与えられるO β′<1よりF(0)>0かつス>()においてF′(i)>0 よ り,方程式
(I).2)は正の実根を持っことはできないことが確められる｡このことから,この系の
不安定性は,固有値が複素数で,その実部が正 となる場合に限られる｡ 負の実根で最小
値 を-リとすると･ Fト EP′), F(-r2), F(-rl) は全て正 となることから, リは
eβ′, r2, rlのいずれよりも大きいことがわかる｡固有値 -γに対するAの固有ベクト









円 _ p d 四
r2-y
となるが,このとき史>Oとすると仝>0,や<oとなり,このベクトルの方向は§4
の box(7トと(8)を結ぶ方向と一致 している｡すなわち系 (4.ll)の平衡点 (1,1,1)の
折傍においては,線型系 (4.12)で近似することができ,平衡点-向か う特異的な軌道
の方向は, 上記の固有ベクトルの方向 と一致 していることから,その特異的 な軌道が
box(7)から(8)-向か う,又はその逆方向となっている｡
E.系 (4.24)の confinedset













･ iel･E2X一停 +8,)lKl≦ ()













紬 o≦X≦1/2, 0≦ Y≦1において
旦生 - 82(-1'Y)Kl≦OdI
/■}
ここで,この面 上におけるZの最大値をZとするO式 (4･29)における a.を
α()-(十 β′)官
dK2--61+β′X+(El+ β ′ )Zx十(61-P′)(Z一宮)Yt
≦-el+ (β′十(81-P′)官)x











次に (4.29)で与えられる面 ヒにおけるXの最少値 をXとする｡以後は貰≦xの範囲
-381-
中島久男
で考察 を行 うo (4･30)で与えられ る面 を調べるために,K3(X,Y,Z)を時間で微分
すると,
dK3- -81+(61-P,+82P,)Zdt
となるDこの面上のZの最大値 Zm x は (4･30)よ り






































I-i--x*ln芸+x-x*-y*ln蓄 +y-y*-Z*ln芸 +Z-Z* (F･5)
とする｡ Ilの時間微分は
dti e
- - -詔 宕 (ax-by)2dt
Er





1+(HT- 1)e - t
1+(H冒-1)
となる｡ ただしと10-Ii(O)｡そこで .1霊 H(t)-H∞ とすると
H-≧IO一語 [(車 1,-1n{1+(HIO-1)}] (ド.7)
となる｡そこで任意のHO>()に対しH-HOなる曲面 を考えると,それによって言,
言がきまるが,十分1に近いH冒をとれば (F･7)の右辺を正とすることができ,その






そのとき,種 1から種 iまでをこれ ら線分をたどっていくとき,loop がないという条
件か ら,この経路は一意的に定まる｡そこのこの経路が
1= (i,1)→ (i,2)一 ･-- (i,n了 1)- (i,ni)- i
とするo ただし(i,j)は 1からi-向か う経路 とのJ番目の種の番号 とする｡そこで
a(1,k),(1,k+1)
竺 i,k十1),(.,k)
とす る｡ X に対する方程式は (G.1)と(6.1)より1
dX. .～












である｡さて捕食被捕食関係にある i, jの対 を考える｡ i, jは一本の線分で直接結
ばれているので, ここで
















α1- α1 (i- 1･-･nl) ( Ii .1)
とするDつぎにこのLSuのp番目の要素から隣接するh番目のBSGの中のq番目の
要素に直接線分がでているとする｡ このh番 目のBSG内のu番 目の要素までqから続
く線分が
p→ q→ -･→ t- u
とな って い る と き ,β: を
puh- (-A )
(H･2)
とするoこのよ うにして全ての i(i- 1,-mh )に対してP,hが一意的に定まるo (6･
10) から明らかにβいま正であるo





牢 - αkw (i- 1,･･･nk )
(H.3)
とする｡
これらの操作をくりかえすことにより･全ての 中 宮 を定めることができ,かつそ
れ らは正の値 を持ち,さらに条件 (6.13)を満足している｡
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